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Жоспар

Дәрiстiң мақсаты – гидродинамиканың керi есептерi теориясында
қолданылатын функционалдық анализдiң элементтерiне шолу жасау.
Негiзгi сұрақтар:

1 Функционалдық кеңiстiктер және олардың қасиеттерi
2 Функционалдық және алгебралық кеңiстiк, енгiзу теоремалары
3 Гидродинамиканың математикалық сұрақтары теориясындағы

негiзгi анықтамалар, леммалар, теоремалар
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Функционалдық кеңiстiктер

Айталық, Ω ⊂ Rd шенелген облыс болсын. Ең алдымен Lp(Ω) Лебег кеңiстiгi деп p
дәрежесiмен интегралданатын өлшемдi функциялар кеңiстiгiн атайды, яғни
u(x) ∈ Lp(Ω) функциясы ∫

Ω

|u(x)|p dx < +∞

шартын қанағаттандырады, мұндағы p ≥ 1. Сонымен қатар, Lp(Ω) Лебег кеңiстiгi
төменде енгiзiлген

∥u∥Lp(Ω) :=

∫
Ω

|u(x)|p dx

 1
p

немесе ∥u∥p,Ω :=

∫
Ω

|u(x)|p dx

 1
p

норма бойынша Банах кеңiстiгiн құрайды.
Сондай-ақ, H(Ω) Гильберт кеңiстiгi деп скаляр көбейтiндi анықтауға болатын ақырсыз
өлшемдi Евклид кеңiстiгiн атайды. Гильберт кеңiстiгiнiң қарапайым мысалы ретiнде
p = 2 жағдайда L2(Ω) Лебег кеңiстiгiн айтуға болады. Бұл L2(Ω) кеңiстiгiнде норма
және скаляр көбейтiндi, сәйкесiнше,

∀f ∈ L2(Ω), ∥f ∥2,Ω :=

∫
Ω

|f (x)|2 dx

 1
2

,
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∀u, v ∈ L2(Ω), (u, v)2,Ω :=

∫
Ω

u(x)v(x)dx

өрнектерiмен анықталады.
Ал W k,p(Ω) Соболев кеңiстiгi деп k−реттi жалпылама туындысымен бiрге Lp(Ω)
кеңiстiгiне тиiстi өлшемдi функциялар кеңiстiгiн атайды және ол төменде енгiзiлген
норма бойынша

∥u∥W k,p(Ω) :=


( ∑

|α|≤k

∫
Ω

|Dαu|p dx
) 1

p

, 1 ≤ p < ∞,∑
|α|≤k

ess sup
Ω

|Dαu| , p = ∞

Банах кеңiстiгiн құрайды, мұндағы k ≥ 1 кез келген бүтiн сан, α− мультииндекс, Dα−
мультииндекс бойынша жалпылама туынды. Егер p = 2 болса, онда W k,2(Ω) кеңiстiгi
Гильберт кеңiстiгiн құрайды және оны Hk (Ω) арқылы да белгiлейдi. Бұл кеңiстiкте
скалярлық көбейтiндi келесi өрнекпен анықталады:

∀u, v ∈ Hk (Ω), (u, v) :=
∑

|α|≤k

(Dαu,Dαv) .
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Ендi C∞
0 (Ω) арқылы шексiз реттi үзiлiссiз дифференциалданатын әрi финиттi

функциялар кеңiстiгiн белгiлейiк. Егер C∞
0 (Ω) кеңiстiгiн W k,p(Ω) кеңiстiгiнiң

нормасымен толықтыру жасасақ, онда W k,p
0 (Ω) Банах кеңiстiгi алынады. Бұл кеңiстiкке

түйiндес Банах кеңiстiгiн

W−k,p′ (Ω) :=
(
W k,p

0 (Ω)
)∗

,
1

p
+

1

p′
= 1, p > 1

арқылы белгiлейдi.
Lp(0,T ;B) арқылы Бохнер бойынша интегралданатын, яғни u(x) ∈ Lp(0,T ;B)
функциясы үшiн

T∫
0

∥u∥pB dt < ∞

шарттын қанағаттандыратын өлшемдi функциялар кеңiстiгiн белгiлейдi, мұндағы 1 ≤ p
және B Банах кеңiстiгi. Сонымен қатар, Lp(0,T ;B) кеңiстiгi төменде енгiзiлген норма
бойынша Банах кеңiстiгiн құрайды

∥u∥Lp(0,T ;B) :=

 T∫
0

∥u∥pB dt


1
p

Пәндi жүргiзу барысында қолданылатын функционалдық тiзбектердiң әлсiз, жұлдызша
әлсiз және әлдi жинақтылықтардың анықтамаларына тоқталайық.
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Definition
Егер {un}∞n=1 ⊂ Lp(Ω) тiзбегi мен u ∈ Lp(Ω) элементi келесi

lim
n→+∞

∥un − u∥p,Ω = 0

шектiк теңдiктi қанағаттандырса, онда un тiзбегi u элементiне әлдi жинақты деп атайды.

Definition
Егер {un}∞n=1 ⊂ Lp(Ω) тiзбегi мен u ∈ Lp(Ω) элементi келесi

lim
n→+∞

⟨f , un⟩Lp(Ω) = ⟨f , u⟩Lp(Ω), кез келген f ∈ (Lp(Ω))∗

шектiк теңдiктi қанағаттандырса, онда un тiзбегi u элементiне әлсiз жинақты деп
атайды, мұндағы ⟨·, ·⟩Lp(Ω)− Lp(Ω) және (Lp(Ω))∗ Банах кеңiстiктерi арасындағы
екiжақтылық жақшасы.

Сонымен бiрге, un тiзбегiнiң u элементiне Lp(Ω) кеңiстiгiнде әлсiз жинақтылығын келесi
түрде ықшамдап қайта жазуға болады

un ⇀ u әлсiз жинақты Lp(Ω)− де, n → +∞.
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Definition
Егер {fn}∞n=1 ⊂ L∞(Ω) тiзбегi мен f ∈ L∞(Ω) элементi келесi

lim
n→+∞

⟨fn, u⟩L∞(Ω) = ⟨f , u⟩L∞(Ω) кез келген u ∈ L1(Ω)

шектiк теңдiктi қанағаттандырса, онда fn тiзбегi f элементiне ∗−әлсiз (жұлдызша әлсiз)
жинақты деп атайды, мұндағы ⟨·, ·⟩L∞(Ω)− L∞(Ω) және L1(Ω) Банах кеңiстiктерi
арасындағы екiжақтылық жақшасы.

Сонымен қатар, fn тiзбегiнiң f элементiне L∞(Ω) кеңiстiгiнде ∗−әлсiз жинақтылығын
келесi түрде ықшамдап қайта жазуға болады

fn
∗
⇀ f ∗−әлсiз жинақты L∞(Ω)− де, n → +∞.
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Theorem
Айталық, {un}∞n=1 тiзбегi Lp(Ω) рефлексивтi Банах кеңiстiгiнiң нормасымен бiрқалыпты
шенелген болсын. Онда un тiзбегiнен Lp(Ω) кеңiстiгiнде u элементiне әлсiз
жинақталатын unk iштiзбегiн бөлiп алуға болады, яғни

unk ⇀ u әлсiз жинақты Lp(Ω)− де, n → +∞.

Theorem
Айталық, {fn}∞n=1 тiзбегi L∞(Ω) Банах кеңiстiгiнiң нормасымен бiрқалыпты шенелген
болсын. Онда fn тiзбегiнен L∞(Ω) кеңiстiгiнде f элементiне ∗−әлсiз жинақталатын fnk
iштiзбегiн бөлiп алуға болады, яғни

fnk
∗
⇀ f ∗−әлсiз жинақты L∞(Ω)− де, n → +∞.
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Функционалдық және алгебралық теңсiздiктер

Сондай-ақ, пәндi жүргiзу барысында төмендегi алгебралық және функционалдық
теңсiздiктер қолданылады.

Юнг теңсiздiгi. Кез келген a > 0, b > 0 және 1 < p, q < ∞, 1
p
+ 1

q
= 1

көрсеткiштерi үшiн

ab ≤ εap +
(εp)

− q
p

q
bq

теңсiздiгi орынды, мұндағы ε кез келген оң еркiн тұрақты .
Гельдер теңсiздiгi. Келесi 1 ≤ p1, ..., pm ≤ ∞, 1

p1
+ ...+ 1

pm
= 1 дәрежелерi және

uk (x) ∈ Lpk (Ω), k = 1, ...,m функциялары үшiн төмендегi теңсiздiк орынды

∫
Ω

∣∣∣∣∣
m∏

k=1

uk (x)

∣∣∣∣∣ dx ≤
m∏

k=1

∥uk (x)∥pk ,Ω .

Минковсий теңсiздiгi. Кез келген f (x), g(x) ∈ Lp(Ω) функциялары үшiн

∫
Ω

|f (x) + g(x)|p dx ≤

∫
Ω

|f (x)|p dx

 1
p

+

∫
Ω

|f (x)|p dx

 1
p

теңсiздiгi орынды, мұндағы 1 ≤ p ≤ ∞.
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Интерполяциялық теңсiздiк. Айталық, 1 ≤ s ≤ r ≤ t ≤ ∞ және

1

r
=

θ

s
+

1− θ

t
, θ ∈ (0, 1)

болсын. Сонымен қатар, u(x) ∈ Ls(Ω) ∩ Lt(Ω) болсын. Онда u(x) ∈ Lr (Ω) функциясы
үшiн келесi теңсiздiк орынды

∥u∥r,Ω ≤ ∥u∥θs,Ω ∥u∥1−θ
t,Ω .

Интегралдық Гронуолл теңсiздiгi Айталық, y(x) және f (x) функциялары терiс
емес, [a, b] аралығында үзiлiссiз функциялар болсын. Сондай-ақ,

y(x) ≤ C1

x∫
0

y(τ)f (τ)dτ + C , a ≤ x ≤ b

теңсiздiгiн қанағаттандырсын, мұндағы C оң тұрақты. Онда y(x) функциясы үшiн
төмендегi бағалау орынды

y(x) ≤ Ce

x∫
a
f (τ)dτ

.
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Lemma
[1] Айталық, y(x) : R+ → [0,+∞) үзiлiссiз функциясы келесi

y(x) ≤ C1

x∫
0

yµ(s)ds + C2, x ∈ R+, µ > 1

теңсiздiгiн қанағаттандырсын, мұндағы C1 және C2 оң тұрақтылар. Онда y(x)
функциясы үшiн

y(x) ≤ C2

(
1− (µ− 1)C1C

µ−1
2 x

)− 1
µ−1

, 0 ≤ x < xmax :=
1

C1C
µ−1
2

.

S.N. Antontsev, J.I. Diaz, S. Shmarev.
Energy Methods for Free Boundary Problems: Applications to Nonlinear PDEs and
Fluid Mechanics, Progress in Nonlinear (Differential Equations and their Applications
48), Birkhäuser, Basel, 2002.
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Lemma
[1] Барлық p ∈ (1,∞) және δ ≥ 0 мәндерiнде p және d тәуелдi C1 және C2 тұрақтылары
табылып, сонымен қатар барлық ξ, η ∈ Rd , d ≥ 1 үшiн

∣∣|ξ|p−2ξ − |η|p−2η
∣∣ ≤ C1|ξ − η|1−δ(|ξ|+ |η|)p−2−δ (1)

және (
|ξ|p−2ξ − |η|p−2η

)
· (ξ − η) ≥ C2|ξ − η|2+δ(|ξ|+ |η|)p−2+δ . (2)

теңсiздiктерi орынды.

J.W. Barret, W.B. Liu.
Finite element approximation of the parabolic p-Laplacian. SIAM Journal on Numerical
Analysis, 31(2) (1994), 413–428.
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Ладыженская теңсiздiктерi. Кез келген u(x) ∈ W 1,2
0 (Ω) функциясы үшiн келесi

теңсiздiктер орынды

∥u∥44,Ω ≤ 2 ∥u∥22,Ω ∥∇u∥22,Ω , егер d = 2, (3)

∥u∥44,Ω ≤
(
4

3

) 3
2

∥u∥2,Ω ∥∇u∥32,Ω , егер d = 3, (4)

∥u∥6,Ω ≤ (48)
1
6 ∥∇u∥2,Ω , егер d = 3. (5)

Сұйық механикасынан белгiлi келесi функционалдық кеңiстiктердiң анықтамасын
берейiк:

V := {u ∈ C∞
0 (Ω) : div u = 0}, (6)

H := L2(Ω) нормасы бойынша V тұйықталуы, (7)

Vp := W 1,p(Ω) нормасы бойынша V тұйықталуы. (8)

Ескерек жәйт, p = 2 жағдайда Vp кеңiстiгiн V арқылы белгiлейдi.
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Lemma
[1] Айталық, Ω ⊂ Rd шенелген облыс және оның ∂Ω липщиц үзiлiссiз шекарасы болсын.
Егер u ∈ W 1,r

0 (Ω) болса, онда келесi теңсiздiктер орынды

∥u∥r∗,Ω ≤ C(r , d) ∥∇u∥r,Ω , r∗ =
dr

d − r
, 1 ≤ r < d , (9)

∥u∥q,Ω ≤ C(r , q, d) ∥∇u∥W 1,r (Ω) , d ≤ q < ∞, r = d , (10)

[u]C0,α(Ω) ≤ C(r , d) ∥∇u∥r,Ω , 0 < α ≤ 1−
d

r
, r > d . (11)

V. Maz’ya.
Sobolev Spaces with Applications to Elliptic Partial Differential Equations. Springer,
Heidelberg, 2011.
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Lemma
[1] Айталық, Ω ⊂ Rd шенелген облыс және оның ∂Ω липщиц үзiлiссiз шекарасы болсын.
Егер u ∈ W 1,r

0 (Ω) болса, онда келесi үзiлiссiз және компактiлi енгiзулер орынды.

W 1,r (Ω) ↪→ Lq(Ω), егер 1 ≤ q ≤ r∗ және 1 ≤ r < d ,

W 1,r (Ω) ↪→ Lq(Ω), егер d ≤ q < ∞ және r = d ,

W 1,r (Ω) ↪→ C0,α(Ω), егер α = 1−
r

d
және r > d .

W 1,r (Ω) ↪→↪→ Lq(Ω), егер 1 ≤ q < r∗ және 1 ≤ r < d ,

W 1,r (Ω) ↪→↪→ Lq(Ω), егер 1 ≤ q < ∞ және r = d ,

W 1,r (Ω) ↪→↪→ C0,α(Ω), егер 0 < α ≤ 1−
d

r
және r > d .

V. Maz’ya.
Sobolev Spaces with Applications to Elliptic Partial Differential Equations. Springer,
Heidelberg, 2011.
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Lemma
(Обэн-Лионс леммасы [1]) Айталық, X , E және Y Банах кеңiстiктерi болсын. Бұл Банах
кеңiстiктерi X ↪→↪→ E ↪→ Y , сәйкесiнше, компактiлi және үзiлiссiз енгiзулердi
қанағаттандырса, онда келесi

Lr (0,T ;X ) ∩
{
v : vt ∈ L1(0,T ;Y )

}
↪→↪→ Lr (0,T ;E), егер 1 ≤ r ≤ ∞, (12)

L∞(0,T ;X ) ∩ {v : vt ∈ Lq(0,T ;Y )} ↪→↪→ C([0,T ];E), егер q ∈ (1,∞]. (13)

компактiлi енгiзулерi орынды.

J. Simon.
Compact sets in the space Lp(0,T ;B). Ann. Mat. Pura Appl. 146 (1987), no. 4, 65–96.
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Lemma
[1] Айталық, Ω облысы Rd шенелген облыс және r ≥ 1 болсын. Егер ∂Ω шекарасы C0,1

класының элементi болса, онда ∀u ∈ W 2,r (Ω) ∩W 1,r
0 (Ω) функциясы үшiн келесi

теңсiздiктер орынды

∥∇u∥r∗,Ω ≤ C(r , d)
∥∥D2u

∥∥
r,Ω

, (14)

1

C(r , d)
∥∆u∥r,Ω ≤

∥∥D2u
∥∥
r,Ω

≤ C(r , d) ∥∆u∥r,Ω . (15)

Егер ∂Ω шекарасы C1,1 класының элементi болса, онда ∀u ∈ W 2,r (Ω) ∩W 1,r
0 (Ω)

функциясы үшiн келесi теңсiздiктер орынды

∥∇u∥r∗,Ω ≤ C(r , d) ∥∆u∥r,Ω , (16)

∥u∥C0,α(Ω) ≤ C(r , d) ∥∆u∥r,Ω , 0 < α ≤ 1−
d

r∗
, 2r > d . (17)

V. Maz’ya.
Sobolev Spaces with Applications to Elliptic Partial Differential Equations. Springer,
Heidelberg, 2011.
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Мұндағы |Dmu|,m ∈ N келесi өрнекпен анықталады

|Dmu| :=
∑

|γ|=m

∣∣∣∣∣ ∂|γ|u

∂γ1
x1 · · · ∂γd

xd

∣∣∣∣∣ , |γ| = γ1 + · · ·+ γd .

дербес жағдайда, |Du|2 = |∇u|2 және |D2u|2 = |∇ux1 |2 + · · ·+ |∇uxd |2. Айта кету керек,
соңғы лемманың тармақтарында қолданылған C = C(r , d) белгiлеулерi әр түрлi оң
константалар болып есептелiнедi.
Пәндi жүргiзу барысында қарастырылатын кейбiр есептерде қысымды қалпына
келтiруге маңызды рөлге ие келесi де Рамм леммасын тоқталайық.
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Lemma
[1] Айталық, 1 < q < ∞ және φ∗ ∈ W−1,q′ (Ω) болсын. Егер

⟨φ∗, φ⟩ = 0, ∀ φ ∈ Vq

болса, онда

∫
Ω

p dx = 0 және ⟨φ∗, φ⟩ =
∫
Ω
p divφ dx ∀φ ∈ W 1,q

0 (Ω).

шарттарын қанағаттандыратын жалғыз түрде p ∈ Lq(Ω) табылады. Сонымен қоса, C оң
тұрақтысы үшiн келесi бағалау орынды

∥p∥q,Ω ≤ C ∥φ∗∥
W−1,q′ (Ω)

.

Galdi G. P.
An introduction to the mathematical theory of the Navier–Stokes equations.
Steady-state problems. – New York: Springer, 2011.
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Мұнымен қоса, регуляр нәтижелер үшiн қажеттi Стокс операторының анықтамасын
келтiрейiк.
Келесi

A : H2(Ω) ∩ V −→ H

u 7−→ −µP
(
∆u
) (18)

шарттарын қанағаттандыратын A бейнелеуi Стокс операторы деп аталады, мұндағы
P : L2(Ω) → H Лере проекциясы. Бұл оператор

div u = 0, x ∈ Ω-де, (19)
− µ∆u = f −∇p, x ∈ Ω-де, (20)
u = 0, x ∈ ∂Ω-да (21)

стационарлық Стокс есебiнiң u шешiмi мен f сыртқы күштер арасындағы сәйкестiктi
орнатады. Лере проекциясының симметриялығынан келесi өрнек тұжырымдалады

µ

∫
Ω
∇u : ∇φ dx =

∫
Ω
A(u) · φ dx ∀ u ∈ W 2,2(Ω) ∩ V , ∀ φ ∈ V . (22)

Эллиптикалық операторлар теориясынан белгiлi келесi нәтиженi келтiрейiк.
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Lemma
[1] Айталық, Ω ⊂ Rd шенелген облыс және оның ∂Ω шекарасы болсын, сонымен қатар
∂Ω бетi C2 класына тиiстi болсын. Егер f ∈ Lr (Ω), r ∈ (1,∞) болса, онда (19)-(20)
Стокс есебiн Ω−да барлық дерлiк нүктеде қанағаттандыратын, сонымен қатар
u ∈ W 2,r (Ω) және p ∈ W 1,r (Ω),

∫
Ω p(x) dx = 0 қасиеттерге ие жалғыз (u, p) шешiмi

табылады және әрi келесi бағалауды

∥u∥W 2,r (Ω) + ∥p∥W 1,r (Ω) ≤ C ∥f ∥r,Ω . (23)

қанағаттандырады, мұндағы C = C(µ, r ,Ω) оң тұрақты сан. Сондай-ақ, u функциясы
үшiн (21) шарт орынды.

Galdi G. P.
An introduction to the mathematical theory of the Navier–Stokes equations.
Steady-state problems. – New York: Springer, 2011.

Шәкiр А. (ҚазҰУ) 2-дәрiс 12 қыркүйек 2025 21 / 23



(23) өрнектен келесi бағалауды алуға болады

∥∥D2u
∥∥
r,Ω

+ ∥∇p∥r,Ω ≤ C ∥f ∥r,Ω . (24)

(18) Стокс операторы мен f күш өрiсi арасындағы сәйкестiктi пайдаланып, (24) өрнекте
r = 2 жағдайында, төмендегi бағалау алынады

∥∥D2u
∥∥
2,Ω

+ ∥∇p∥2,Ω ≤ C ∥A(u)∥2,Ω . (25)
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